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Ïðåäñòàâåíèòå ñòàòèè ìîãàò äà ñå ãðóïèðàò óñëîâíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

∇ ñòàòèè, â êîèòî ñå èçñëåäâà äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî íà óïðàâëÿåìè ñèñòåìè:

Ñòàòèèòå, â êîèòî ñå èçñëåäâà äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî íà óïðàâëÿåìè ñèñòåìè
ñà ñ íîìåðà [1], [4], [8], [9], [10] , [15], [19], [41], [42], [44], [45], [46], [47], [49], [50],
[54], [58], [60] è [62] îò ïðèëîæåíèÿ ñïèñúê ñ ïóáëèêàöèè. Â òåçè ñòàòèè ñå èç-
ïîëçâàò ðàçëè÷íè ïîäõîäè, èçèñêâàùè ðàçëè÷íè ïðåäïîëîæåíèÿ è èçïîëçâàíå íà
ðàçëè÷íè òåõíèêè.

Â ñòàòèÿòà [1] e ðàçãëåäàíà å íåëèíåéíà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà, ÷èÿòî äÿñíà ñòðàíà
å ëèïøèöîâî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ ïî îòíîøåíèå íà ôàçîâèòå ïðîìåíëèâè. Ïðè
åñòåñòâåíè ïðåäïîëîæåíèÿ å äîêàçàíî åäíî íîâî óñëîâèå çà ëîêàëíà óïðàâëÿå-
ìîñò çà ìàëêî âðåìå îò ïúðâè ðåä. Åäèí òðèìåðåí íåëèíååí ïðèìåð èëþñòðèðà
ïðèëîæèìîñòòà íà ïîëó÷åíîòî ðåçóëòàòè çà èçñëåäâàíå íà ëîêàëíèòå ñâîéñòâà íà
äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî íà êîíêðåòíè óïðàâëÿåìè ñèñòåìè.

Ñëó÷àÿò íà àíàëèòè÷íà ñèñòåìà (ïî îòíîøåíèå íà ôàçîâèòå ïðîìåíëèâè), êîÿòî
å àôèííà ïî îòíîøåíèå íà åäíîìåðíî óïðàâëåíèå, å ðàçãëåäàí â [54]. Ïîëó÷åíî å
íîâî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå îò âèñîê ïî-
ðÿäúê. Òîâà óñëîâèå íå çàâèñè ñàìî îò àëãåáðàòà íà Ëè, ïîðîäåíà îò âåêòîðíèòå
ïîëåòà íà ñèñòåìàòà, íî è îò ìíîæåñòâîòî îò äîïóñòèìèòå ñòîéíîñòè íà óïðàâ-
ëåíèåòî. Ïîêàçàí å ïðèìåð íà ïîëèíîìèàëíà ñèñòåìà, çà êîÿòî òîâà óñëîâèå å
íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî. Äîêàçàòåëñòâîòî å òåæêî è ñå îñíîâàâà íà ïîäõîäÿùà
íèëïîòåíòíà àïðîêñèìàöèÿ íà àëãåáðàòà íà Ëè è íà òàêà íàðå÷åíîòî "õðîíîëî-
ãè÷íî ñìÿòàíå ñúçäàäåíî îò Àãðà÷åâ è Ãàìêðåëèäçå ïðåç 1993 ã.

Â ñòàòèÿòà [8] ñå èçó÷àâà ñâîéñòâîòî ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå â íó-
ëàòà íà íåëèíåéíà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà, ÷èÿòî å äÿñíà ñòðàíà å ñ êîìïîíåíòè,
êîèòî ñà õîìîãåííè îò âòîðà ñòåïåí ïî îòíîøåíèå íà ôàçîâèòå ïðîìåíëèâè è êîí-
ñòàíòè ïî âåêòîðà íà óïðàâëåíèåòî. Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Campbell-Baker-
Hausdor� ñà ïîëó÷åíè äîïèðàòåëíè âåêòîðíè ïîëåòà êúì ñúîòâåòíîòî äîñòèæèìî
ìíîæåñòâî â íóëàòà. Êàòî ñëåäñòâèå îò òîçè ðåçóëòàò å ïîëó÷åíî åäíî íîâî äîñòà-
òú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò.



Ñâîéñòâîòî ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå å åäíî îò îñíîâíèòå ñâîéñòâà,
èçó÷àâàíè â òåîðèÿòà íà óïðàâëÿåìèòå ñèñòåìè. Òî å èçñëåäâàíî íàïúëíî çà ñëó-
÷àÿ íà ëèíåéíè ñèñòåìè. Çà ñëó÷àÿ íà íåëèíåéíè ñèñòåìè èìà ãîëÿìà ïðàçíèíà
ìåæäó ñúùåñòâóâàùèòå íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà óïðàâëÿåìîñò.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà íåëèíåéíà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà:

ẋ(t) = f0(x(t)) + u(t) f1(x(t)), x(0) = x0, (1)

êúäåòî ôàçîâàòà ïðîìåíëèâà x ïðèíàäëåæè íà ãëàäêîòî ìíîãîîáðàçèå M , x0 å
ôèêñèðàíà òî÷êà îò M , f0 è f1 ñà ãëàäêè âåêòîðíè ïîëåòà, êàòî f0(x0) = 0. Ñèñ-
òåìè îò òîçè âèä ñà âàæíè ïðè ìîäåëèðàíå íà ðàçëè÷íè äèíàìè÷íè ïðîöåñè.

Äîïóñòèìè óïðàâëåíèÿ ñà èçìåðèìèòå ïî Ëåáåã ôóíêöèè u, äåôèíèðàíè â êîì-
ïàêòåí èíòåðâàë îò âèäà [0, T ], T > 0, êàòî u(t) ∈ [−1, 1] çà ïî÷òè âñÿêî t îò [0, T ].
Ñ U ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äîïóñòèìè óïðàâëåíèÿ. Òðàåêòîðèÿ íà
(1), äåôèíèðàíà â [0, T ], òðúãâàùà îò òî÷êàòà x0 è ñúîòâåòñòâàùà íà äîïóñòèìîòî
óïðàâëåíèå u, ñå íàðè÷à âñÿêà àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ x(t), t ∈ [0, T ],
óäîâëåòâîðÿâàùà (1) çà ïî÷òè âñÿêî t îò [0, T ]. Äîñòèæèìî ìíîæåñòâî R(x0, T ) íà
(1) ñ íà÷àëî x0 â ìîìåíòà T > 0 ñå äåôèíèðà êàòî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè,
äîñòèæèìè çà âðåìå T îò òî÷êàòà x0 ïî òðàåêòîðèè íà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà (1).
Ñèñòåìàòà (1) ñå íàðè÷à ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå (ËÓÌÂ) â òî÷êàòà
x0, àêî x0 ïðèíàäëåæè íà âúòðåøíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî R(x0, T ) çà âñÿêî T > 0.

Ñâîéñòâîòî ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå íà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà (1)
å ëîêàëíî ñâîéñòâî â ñëó÷àÿ íà îãðàíè÷åíè óïðàâëåíèÿ. Åòî çàùî ìîæåì áåç
îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å x0 ∈ Rn è âåêòîðíèòå ïîëåòà f0 è
f1 ñà äåôèíèðàíè â êîìïàêòíà îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0.

Ùå èëþñòðèðàìå èçïîëçâàíèòå äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íè ìåòîäè êàòî ïðåä-
ñòàâèì îñíîâíèÿ ðåçóëòàò â ñòàòèÿòà [39]. Äîáðå èçâåñòåí ôàêò å, ÷å çà àíàëèòè÷-
íè ñèñòåìè îò âèäà (1) ëîêàëíèòå ñâîéñòâà íà äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî ñå îïðå-
äåëÿò îò ñêîáêèòå íà Ëè íà âåêòîðíèòå ïîëåòà f0 è f1, ïðåñìåòíàòè â òî÷êàòà x0.
Òåçè ñòîéíîñòè ìîãàò äà ñå èç÷èñëÿâàò íåïîñðåäñòâåíî.

Ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò â ñòàòèÿòà [39] å åäíî íîâî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëíà
óïðàâëÿåìîñò. Îñíîâíàòà èäåÿ å ñëåäíàòà. Ðàçãëåæäàìå ôàìèëèÿòà

W = {f0 + αf1 : α ∈ [−1, 1]}

îò ãëàäêè âåêòîðíè ïîëåòà. Ëåñíî ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å àëãåáðàòà íà Ëè, ïîðîäå-
íà îò åëåìåíòèòå íà W , ñúâïàäà ñ àëãåáðàòà íà Ëè L(~f), ïîðîäåíà îò âåêòîðíèòå
ïîëåòà f0 è f1. Èíòóèòèâíî ìîæåì äà ñè ìèñëèì çà �Ëè ãðóïàòà� G(~f) ñ àëãåáðà
íà Ëè L(~f), è äà äåôèíèðàìå �äåéñòâèåòî� íà G(~f) âúðõó ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî.
Âñåêè åëåìåíò g íà G(~f) å êîìïîçèöèÿ íà åêñïîíåíòè îò âèäà exp (ti gi). Ðåçóëòà-
òúò g · x0 îò äåéñòâèåòî íà g âúðõó òî÷êàòà x0 å òî÷êà, ïîëó÷åíà îò òî÷êàòà x0,
êàòî ñå äâèæèì ïî èíòåãðàëíè êðèâè íà åëåìåíòè îò ìíîæåñòâîòîW , êàòî ñå äî-
ïóñêà ïðåâêëþ÷âàíå îò åäíî âåêòîðíî ïîëå íà äðóãî, êàêòî è äâèæåíèå �íàçàä âúâ
âðåìåòî�. Âñè÷êè êðàéíè ïðîèçâåäåíèÿ íà åêñïîíåíòè îò âèäà exp (ti gi), êúäåòî
ti > 0 è gi ∈ W ñà èñòèíñêè òðàåêòîðèè íà ðàçãëåæäàíàòà ñèñòåìà è îáðàçóâàò
ïîëóãðóïàòà S(~f) íà G(~f). Òîãàâà äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî ñ íà÷àëî òî÷êàòà x0
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ñúäúðæà S(~f) · x0. Íåêà ñ Hx0(
~f) îçíà÷èì èçîòðîïíàòà ïîäãðóïà íà G(~f) â òî÷êà-

òà x0, ò. e. Hx0(
~f) :=

{
g ∈ G(~f) : g · x0 = x0

}
. Òîãàâà, àêî âúòðåøíîñòòà íà S(~f)

ñúäúðæà åëåìåíò íà Hx0(
~f), òî òî÷êàòà x0 ùå áúäå âúòðåøíà òî÷êà íà S(~f) · x0.

Â ñòàòèÿòà [39] òàçè èäåÿ å ðåàëèçèðàíà ïî åäèí ôîðìàëåí íà÷èí, êàòî ñå èçïîë-
çâà àáñòðàêòåí ïîäõîä, îñíîâàí íà ðåçóëòàòè íà Àãðà÷åâ è Ãàìêðåëèäçå (1978) è
íà Ñóñìàí (1983 è 1987). Èçïîëçâàíåòî íà òîçè ïîäõîä ïîçâîëÿâà äà ïðåîäîëååì
òðóäíîñòòà, ïðåäèçâèêàíà îò ôàêòà, ÷å àëãåáðàòà íà Ëè L(~f) å áåçêðàéíîìåðíà
â îáùèÿ ñëó÷àé è G(~f) íå å êîðåêòíî äåôèíèðàíà ãðóïà íà Ëè. Çàòîâà, âìåñòî
äà èçïîëçâàìå L(~f), íèå èçïîëçâàìå ôîðìàëíî ñâîáîäíàòà àëãåáðà íà Ëè L( ~X),
ïîðîäåíà îò åëåìåíòèòå X0 è X1, êàêòî è íåéíàòà îáâèâêà � àëãåáðàòà íà Ëè L̃( ~X)
îò ôîðìàëíè ðåäîâå îò ñêîáêè íà Ëè íà X0 è X1. Òîãàâà óïðàâëåíèÿòà ìîãàò äà ñå
âëîæàò â ïîëóãðóïàòà S( ~X) íà G̃( ~X) ÷ðåç èçîáðàæåíèå, êîåòî ñúïîñòàâÿ íà âñÿêî
óïðàâëåíèå åäèí íåêîìóòàòèâåí ðåä, êîéòî ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ôîðìàëíî ðåøàâàíå
íà ñèñòåìà ÎÄÓ â òåðìèíèòå íà X0 è X1 âìåñòî äà ñå èçïîëçâàò äàäåíèòå âåê-
òîðíè ïîëåòà f0 è f1. Òúé êàòî G̃( ~X) íå å èñòèíñêà ãðóïà íà Ëè, íèå èçïîëçâàìå
íåéíà íèëïîòåíòíà àïðîêñèìàöèÿ GN( ~X), êîÿòî ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç àíóëèðàíå íà
âñè÷êè ñêîáêè íà Ëè ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò N , êúäåòî N å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî
åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ñåãà GN( ~X) å êîðåêòíî äåôèíèðàíà ãðóïà íà Ëè. Îçíà÷àâàìå
ñ SN( ~X) íåéíàòà ñúîòâåòíà ïîëóãðóïà.

Çà äà ïîëó÷èì äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óïðàâëÿåìîñò, èçïîëçâàìå ôàêòà, ÷å âúò-
ðåøíîñòòà íà SN( ~X) ñúäúðæà åêñïîíåíòà îò ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà �ëîøè ñêîá-
êè íà Ëè�. Òåçè ñêîáêè íà Ëè ñúäúðæàò âñè÷êè âúçìîæíè ïðå÷êè çà ëîêàëíà
óïðàâëÿåìîñò. Àêî âñÿêà ëîøà ñêîáêà íà Ëè ìîæå äà áúäå �íåóòðàëèçèðàíà� (ò. e.
âñÿêà ëîøà ñêîáêà íà Ëè ìîæå äà áúäå èçðàçåíà êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà
ñêîáêè íà Ëè ñ ïî-ìàëíî �r-òåãëî� (òîâà ïîíÿòèå å äåôèíèðàíî â ñòàòèÿòà), òî
óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â òî÷êàòà x0. Âñúù-
íîñò òîâà å îñíîâíàòà èäåÿ íà äîêàçàòåëñòâîòî íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà ËÓÌÂ,
äîêàçàíî îò Ñóñìàí ïðåç 1987 ã. Çà äà ñå �ðåàëèçèðà� r-òåãëîòî íà åäíà ñêîáêà
íà Ëè, ñå èçïîëçâàò ôàìèëèè îò äîïóñòèìè óïðàâëåíèÿ, ïàðàìåòðèçèðàíè ÷ðåç
òÿõíàòà ñòîéíîñò è äúëæèíàòà íà èíòåðâàëà, êúäåòî òå ñà äåôèíèðàíè.

Êàêòî å ïîêàçàíî îò Êàâñêè ïðåç 1988 ã., ñúùåñòâóâàò óïðàâëÿåìè ñèñòåìè, êîèòî
ñà ËÓÌÂ, íî ñàìî ñëåä èçïîëçâàíå íà äîïóñòèìè óïðàâëåíèÿ ñ áåçêðàéíî ìíîãî
ìîìåíòè íà ïðåâêëþ÷âàíå, ò. e. ñ èçïîëçâàíå íà äîïóñòèìè óïðàâëåíèÿ, ÷èéòî
áðîé íà ïðåâêëþ÷âàíèÿ êëîíè êúì áåçêðàéíîñò, êîãàòî äúëæèíàòà íà äåôèíèöè-
îííèÿ èì èíòåðâàë êëîíè êúì íóëà. Çà äà îáÿñíèì òîçè åôåêò, èçïîëçâàìå åäíà
èäåÿ íà Àãðà÷åâ è Ãàìêðåëèäçå îò 1993 ã. Èçáèðàìå åäíî ïðîèçâîëíî ìíîæåñò-
âî Π îò ñêîáêè íà Ëè íà LN( ~X), òàêèâà ÷å ñâîáîäíàòà àëãåáðà íà Ëè, ïîðîäåíà
îò åëåìåíòèòå íà Π, ñúäúðæà âñè÷êè ëîøè ñêîáêè íà Ëè. Èçïîëçâàéêè ôàêòà,
÷å åêñïîíåíòà íà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ Θ îò ëîøè ñêîáêè íà Ëè ïðèíàäëåæè íà
âúòðåøíîñòòà íà SN( ~X), ïîëó÷àâàìå, ÷å åêñïîíåíòà íà ñóìàòà íà Θ è ïîäõîäÿùà
ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò åëåìåíòè íà Π ñúùî ïðèíàäëåæè íà SN( ~X). Îçíà÷àâàìå
ñ SNΠ ( ~X) ïîëóãðóïàòà, ñúñòîÿùà ñå îò âñè÷êè êðàéíè êîìïîçèöèè íà òåçè åêñïî-
íåíòè. Òîãàâà SNΠ ( ~X) ⊆ SN( ~X). Â ñòàòèÿòà [39] ñå èçó÷àâà ïîëóãðóïàòà SNΠ ( ~X) è å
äîêàçàíî, ÷å åêñïîíåíòà íà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà íîâè �Π-ëîøè ñêîáêè íà Ëè�
ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî SNΠ ( ~X). Àêî âñÿêà åäíà îò òåçè Π-ëîøè ñêîáêè íà
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Ëè ìîæå äà áúäå �Π-íåóòðàëèçèðàíà�, ò. e. âñÿêà Π-ëîøà ñêîáêà íà Ëè ìîæå äà
áúäå èçðàçåíà êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ñêîáêè íà Ëè ñ ïî-ìàëêî �(r, σ)-òåãëî�
(ïîíÿòèåòî (r, σ)-òåãëî ñúùî å äåôèíèðàíî â ñòàòèÿòà), òî ïîëó÷àâàìå ìíîæåñ-
òâî îò �âàðèàöèè íà óïðàâëåíèåòî� êúì äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî. Èíòóèòèâíî,
àêî ìîæåì äà ïîñòðîèì âàðèàöèè íà óïðàâëåíèåòî âúâ âñè÷êè âúçìîæíè ïîñî-
êè, òî äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî ùå ñúäúðæà îêîëíîñò íà íà÷àëíàòà òî÷êà. Òîâà
èíòóèòèâíî ïðåäïîëîæåíèå å äîêàçàíî ñòðîãî â [39].

Â ñòàòèÿòà [39] å äåôèíèðàí êîíóñ, ïîðîäåí îò âàðèàöèè íà óïðàâëåíèÿ ñ áåç-
êðàéíî ìíîãî ìîìåíòè íà ïðåâêëþ÷âàíå. Îêàçâà ñå, ÷å òîçè êîíóñ å èçïúêíàë.
Òóê òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å íå âñè÷êè èçâåñòíè â ëèòåðàòóðàòà êîíóñè îò âà-
ðèàöèè íà óïðàâëåíèåòî ñà èçïúêíàëè. Íàïðèìåð, Áèàíêèíè è Êàâñêè ïîêàçâàò
ïðåç 2003 ã., ÷å êîíóñúò îò âàðèàöèè íà óïðàâëåíèåòî, ïîäîáíè íà êëàñè÷åñêèòå
�èãëåíè� âàðèàöèè, íå å èçïúêíàë. Åñòåñòâåíî e äà îòáåëåæèì, ÷å çà äà ðåàëè-
çèðàìå âàðèàöèÿ íà óïðàâëåíèÿ ñ áåçêðàéíî ìíîãî ìîìåíòè íà ïðåâêëþ÷âàíå,
ñå èçïîëçâàò ôàìèëèè îò äîïóñòèìè óïðàâëåíèÿ, ïàðàìåòðèçèðàíè ÷ðåç òÿõíàòà
ñòîéíîñò, äúëæèíàòà íà èíòåðâàëà, êúäåòî òå ñà äåôèíèðàíè è ïî áðîÿ íà òåõíèòå
ïðåâêëþ÷âàíèÿ.

Èçñëåäâàíåòî íà ëîêàëíàòà äîñòèæèìîñò íà åäíî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî S ïî îòíî-
øåíèå íà òðàåêòîðèèòå íà åäíî äèôåðåíöèàëíî âêëþ÷âàíå å èçêëþ÷èòåëíî âàæíà
çàäà÷à, îñîáåíî êîãàòî ñå èçó÷àâàò äèíàìè÷íè ñèñòåìè â óñëîâèÿ íà íåîïðåäåëå-
íîñò, ò. å. êîãàòî íÿêîè äàííè è ïàðàìåòðè íå ìîãàò äà ñå îïðåäåëÿò òî÷íî. Òàçè
çàäà÷à íå ìîæå äà áúäå ñâåäåíà äî çàäà÷àòà çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî
âðåìå âúâ âñÿêà òî÷êà îò S. Ïðè÷èíàòà ñå êðèå â òîâà, ÷å ëîêàëíàòà äîñòèæèìîñò
íà åäíî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî çàâèñè íå ñàìî îò äèíàìèêàòà íà óïðàâëÿåìàòà ñèñ-
òåìà, íî è îò ãåîìåòðèÿòà íà ðàçãëåæäàíîòî ìíîæåñòâî. Åòî çàùî òàçè çàäà÷à
çàñëóæàâà îòäåëíî èçó÷àâàíå.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî äèôåðåíöèàëíî âêëþ÷âàíå:

ẋ(t) ∈ F (x(t)), (2)

êúäåòî F : Rn ⇒ Rn å ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå. Âúðõó òîâà èçîáðàæåíèå íå
íàëàãàìå íèêàêâè óñëîâèÿ çà íåïðåêúñíàòîñò, òúé êàòî èçïîëçâàìå ïîäõîä, îñíî-
âàí íà ïîäõîäÿùî äåôèíèðàíè âàðèàöèè íà óïðàâëåíèåòî. Ðàçëè÷íè ïðèìåðè íà
êîíêðåòíè óïðàâëÿåìè ñèñòåìè ñà ðàçãëåäàíè ñòàòèèòå [49] è [50].

Íåêà S å çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Êàçâàìå, ÷å S å äîñòèæèìî çà ìàëêî
âðåìå ïî îòíîøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî âêëþ÷âàíå (2), àêî çà âñÿêî T > 0
ñúùåñòâóâà îêîëíîñò Ω íà S, òàêà ÷å çà âñÿêà òî÷êà x ∈ Ω ñúùåñòâóâà äîïóñòèìà
òðàåêòîðèÿ íà (2) ñ íà÷àëíà òî÷êà x è äîñòèãàùà ìíîæåñòâîòî S çà âðåìå íå
ïî-ãîëÿìî îò T , ò. å. R(x, t) ∩ S 6= ∅ çà íÿêîå t ∈ [0, T ].

Åäíî îò íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ëîêàëíà äîñòèæèìîñò íà
çàòâîðåíî ìíîæåñòâî å òàêà íàðå÷åíîòî óñëîâèå íà Ïåòðîâ (1976). Ãðóáî êàçàíî,
òîâà óñëîâèå èçèñêâà âúâ âñÿêà òî÷êà îò îêîëíîñò íà ìíîæåñòâîòî S äà ñúùåñ-
òâóâà äîïóñòèìà ñêîðîñò, �íàñî÷åíà� êúì ìíîæåñòâîòî. Çà äà ôîðìóëèðàìå òîâà
óñëîâèå ñòðîãî, ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ: Íåêà S å çàòâîðåíî è îãðàíè-
÷åíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Ïîëàãàìå

Sr := {y ∈ Rn : dS(y, S) ≤ r}, êúäåòî dS(y) := inf {‖y − s‖ : s ∈ S}.
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Àêî x å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò Sr \ S, îçíà÷àâàìå ñ

Π(x) := {y ∈ S : ‖y − x‖ = dS(x)}

ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ìåòðè÷íè ïðîåêöèè íà òî÷êàòà x âúðõó ìíîæåñòâîòî S.

Íåêà y ïðèíàäëåæè íà ãðàíèöàòà ∂S íà ìíîæåñòâîòî S. Âåêòîðúò ξ ∈ Rn ñå
íàðè÷à ïðîêñèìàëíà íîðìàëà êúì S â y, àêî ñúùåñòâóâà r > 0, òàêà ÷å òî÷êàòà y å
íàé-áëèçêàòà òî÷êà îò S äî y+ rξ. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïðîêñèìàëíè íîðìàëè
â òî÷êàòà y å êîíóñ, êîéòî ùå îçíà÷àâàìå ñ Np

S(y). Ïðè òåçè îçíà÷åíèÿ ìîæåì
äà ôîðìóëèðàìå äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå, äîêàçàíî îò Âåëüîâ (1994), è Êëàðê è
Âîëåíñêè (1996) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Íåêà S å íåïðàçíî êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn, F : Rn ⇒ Rn å íåïðåêúñíà-
òî ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå ñ ìîäóë íà íåïðåêúñíàòîñò ω, ÷èèòî ñòîéíîñòè ñà
èçïúêíàëè êîìïàêòíè ïîäìíîæåñòâà íà Rn. Íåêà ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà
âñÿêî y ∈ S è âñÿêî ξ ∈ Np

S(y) ñúùåñòâóâà v ∈ F (y) çà êîåòî

〈ξ, v〉 ≤ −δ‖ξ‖. (3)

Òîãàâà ñå òâúðäè, ÷å S å ëîêàëíî äîñòèæèìî çà ìàëêî âðåìå ïî îòíîøåíèå íà
äèôåðåíöèàëíîòî âêëþ÷âàíå (2).

Óñëîâèåòî (3) å òâúðäå ñèëíî. Êàêòî å ïîêàçàíî â ñòàòèÿ íà Âåëüîâ (1997), òî-
âà óñëîâèå å åêâèâàëåíòíî íà ëèïøèöîâà íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿòà-âðåìå çà
äîñòèãàíå äî ãðàíèöàòà íà ìíîæåñòâîòî S. Îñâåí òîâà, àêî íåðàâåíñòâîòî (3) å
íàðóøåíî â ãðàíè÷íàòà òî÷êà y íà S (íàïðèìåð, êîãàòî âñè÷êè äîïóñòèìè ñêîðîñ-
òè ñà �äîïèðàòåëíè� êúì ìíîæåñòâîòî S â òî÷êàòà y), íèå íå ìîæåì äà ïðèëîæèì
ãîðíèÿ ðåçóëòàò.

Â ñòàòèÿòà [37] ñà äåôèíèðàíè âàðèàöèè íà óïðàâëåíèåòî îò âèñîê ðåä è ñà ïðåä-
ñòàâåíè íÿêîè òåõíè ñâîéñòâà. Èçïîëçâàéêè òåçè âàðèàöèè, å èçñëåäâàíà ëîêàëíà-
òà äîñòèæèìîñò íà åäíî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî S ïî îòíîøåíèåòî íà òðàåêòîðèèòå
íà åäíî äèôåðåíöèàëíî âêëþ÷âàíå. Äîêàçàíî å äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëíà
äîñòèæèìîñò, êîåòî îáîáùàâà ðåçóëòàò íà Ìàðèãîíäà (2006) â äâå íàïðàâëåíèÿ:
1) íå ñå íàëàãàò íèêàêâè óñëîâèÿ çà ðåãóëÿðíîñò âúðõó ìíîæåñòâîòî S; 2) äîêà-
çàíî å óñëîâèå îò òèïà íà óñëîâèåòî íà Ïåòðîâ îò âèñîê ðåä.

Â ñòàòèèòå [4], [9], [10], [15] è [26] ñå èçñëåäâà çàäà÷è íà îïòèìàëíîòî óïðàâëå-
íèå è òÿõíàòà ÷óâñòâèòåëíîñò ïî îòíîøåíèå íà ãðåøêè îò èçìåðâàíèÿòà, êàêòî è
ïî îòíîøåíèå íà ïðîìåíè íà ñòîéíîñòèòå íà ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè. Èçïîëçâàíèÿò
ïîäõîä èçïîëçâà ðàçëè÷íè ñúâðåìåííè ïîíÿòèÿ è ìåòîäè îò íåãëàäêèÿ âàðèà-
öèîíåí àíàëèç. Çà èëþñòðàöèÿ ùå ðàçãëåäàìå ñòàòèÿòà [4]. Â íåÿ å ðàçãëåäàíà
íåïðåêúñíàòà çàäà÷à çà îïòèìàëíî óïðàâëåíèå íà ñèñòåìà ñ íåëèíåéíà äèíàìèêà,
èíòåãðàëíà öåëåâà ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åíèÿ âúðõó óïðàâëåíèåòî è ïðîìåíÿù ñå âúâ
âðåìåòî ïàðàìåòúð, êîéòî ïðåäñòàâëÿâà ñìóùåíèÿ èëè íåñèãóðíîñò. Òàçè çàäà-
÷à å äèñêðåòèçèðàíà. Ñëåä òîâà å ðåøåíà ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà model predictive
control (ÌÏÖ ìåòîä). Ïîëó÷åíîòî îïòèìàëíî óïðàâëåíèå çà äèñêðåòíàòà çàäà÷à
å ïðèëàãà êúì íåïðåêúñíàòàòà ñèñòåìà ñàìî â ïúðâèÿ èíòåðâàë íà äèñêðåòèçà-
öèÿ, èçìåðâà ñå ñúñòîÿíèåòî íà íåïðåêúñíàòàòà ñèñòåìà (ïðè êîåòî ñå äîïóñêà
èçâåñòíà ãðåøêà) è îòíîâî ñå ðåøàâà äèñêðåòíàòà àïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùòà íà
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ÌÏÖ ìåòîäà. Òàçè ïðîöåäóðà ñå ïîâòàðÿ âúâ âñè÷êè ñëåäâàùè äèñêðåòíè èíòåð-
âàëè. Â òàçè ñòàòèÿ å ïîëó÷åíà îöåíêà íà ãðåøêàòà â çàâèñèìîñò îò ñòúïêàòà íà
äèñêðåòèçàöèÿ, êàòî ñà îò÷åòåíè è ãðåøêèòå îò èçìåðâàíåòî. ×èñëåíè ïðèìåðè
èëþñòðèðàò ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè.

Íàêðàÿ ùå îòáåëåæèì è ðåçóëòàòà, ïîëó÷åí â [19]. Òîâà å åäíî íîâî íåîáõîäèìî
óñëîâèå çà îïòèìàëíîñò îò òèïà íà ïðèíöèïà íà ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí çà
äèñêðåòíà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà, ðàçãëåäàíà íà áåçêðàåí âðåìåâè èíòåðâàë. Òðÿáâà
äà ïîä÷åðòàå, ÷å òîâà å ïúðâîòî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà îïòèìàëíîñò, ïðè êîåòî
ñïðåãíàòàòà ïðîìåíëèâà å äåôèíèðàíà ÿâíî. Îñíîâíàòà èäåÿ íà òîçè ðåçóëòàò
å çàèìñòâàíà îò ïîäîáåí ðåçóëòàò íà Àñååâ è Âåëüîâ, ïîëó÷åí çà íåïðåêúñíàòè
óïðàâëÿåìè ñèñòåìè ïðåç 2014 ã.

∇ ñòàòèè, â êîèòî ñå èçñëåäâàò ìîäåëè íà áèîòåõíîëîãè÷åñêè ïðîöåñè:

Ñòàòèèòå, â êîèòî ñå èçñëåäâàò ìîäåëè íà áèîòåõíîëîãè÷åñêè ïðîöåñè ñà ñ íîìåðà
[2], [11] , [12], [13], [16] , [18], [20], [23], [24] , [28], [30], [33], [36] , [38], [43] è [48] îò ïðè-
ëîæåíèÿ ñïèñúê ñ ïóáëèêàöèè. Çàäà÷àòà çà ñòàáèëèçèðóåìîñò íà ìàòåìàòè÷åñêè
ìîäåëè íà áèîïðîöåñè e âàæíà îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðàêòèêàòà âúâ âðúçêà ñ îïòè-
ìàëíîòî èçïîëçâàíå íà ðàçëè÷íè áèîðåàêòîðè. Çà íåéíîòî èçó÷àâàíå ñå èçïîëçâà
áîãàò àïàðàò îò ìàòåìàòè÷åñêè ñðåäñòâà. Îñîáåíî âàæíî å èçïîëçâàíåòî íà òåõ-
íèêè îò ìàòåìàòè÷åñêàòà òåîðèÿ íà óïðàâëåíèåòî êàòî íàïðèìåð ñëàáà è ñèëíà
èíâàðèàíòíîñò ïî îòíîøåíèå íà òðàåêòîðèèòå íà óïðàâëÿåìè ñèñòåìè, òåîðèÿòà
íà àñèìïòîòè÷íàòà ñòàáèëèçèðóåìîñò è óïðàâëÿåìîñò íà íåëèíåéíè óïðàâëÿåìè
ñèñòåìè è äð.

Ñòàòèÿòà [2] å ïîñâåòåíà íà èçñëåäâàíå íà äâóìåðåí (áàçîâ) ìîäåë íà áèîðåàêòîð
çà àíàåðîáíî áèîëîãè÷íî ðàçëàãàíå íà îðãàíè÷íè îòïàäúöè, ñâúðçàíî ñ äîáèâ íà
áèîãàç (ìåòàí)

ds

dt
= u(sin − s)− k1µx

dx

dt
= (µ− αu)x

Q = k2µx,

êúäåòî ôàçîâèòå ïðîìåíëèâè s è x îçíà÷àâàò ñúîòâåòíî êîíöåíòðàöèÿ íà ñóá-
ñòðàò è áèîìàñà, sin å êîíöåíòðàöèÿ íà âõîäíèÿ ñóáñòðàò, Q å ñêîðîñò íà äî-
áèâàíå íà áèîãàç, µ = µ(s) å ñïåöèôè÷íà ñêîðîñò íà ðàñòåæ íà áèîìàñàòà, k1

è k2 ñà êîåôèöèåíòè, à u å ñêîðîñò íà ðàçðåæäàíå â áèîðåàêòîðà è å óïðàâëÿ-
åì âõîä. Ìîäåëúò å èçñëåäâàí ïðè íàé-îáùè ïðåäïîëîæåíèÿ çà ôóíêöèÿòà µ(s)
è îñòàíàëèòå ïàðàìåòðè, ïðèåìàéêè, ÷å òå íå ñà èçâåñòíè òî÷íî, à ñå çíàÿò ñàìî
ãðàíèöè (èíòåðâàëè), â êîèòî âàðèðàò. Ïðåäëîæåíà å ÷àñòè÷íî ïîñòîÿííà îáðàòíà
âðúçêà (àíãë. piecewise constant feedback) çà ãëîáàëíà ñòàáèëèçèðóåìîñò íà ðåøå-
íèÿòà êúì ïðåäâàðèòåëíî èçáðàíà îïåðàòèâíà (ðàáîòíà) òî÷êà. Èçáîðúò íà òàçè
òî÷êà çàâèñè îò èçâåñòíèòå åêîëîãè÷íè íîðìè çà çàìúðñåíîñò íà ñðåäàòà. Ïðè-
ëîæåí å àëãîðèòúì çà òúðñåíå íà åêñòðåìóì ñ öåë ìàêñèìèçèðàíå íà äîáèâà íà
ìåòàí. Ïðåäñòàâåíè ñà ÷èñëîâè åêñïåðèìåíòè êàòî èëþñòðàöèÿ íà òåîðåòè÷íèòå
èçñëåäâàíèÿ. Ïðîâåäåíèòå êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè ïîòâúðæäàâàò òåîðåòè÷íèòå
ðåçóëòàòè.
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Â ñòàòèèòå [31], [32] è [38] å èçñëåäâàí äðóã îñíîâåí (áàçîâ) ÷åòèðèìåðåí ìîäåë
íà áèîðåàêòîð çà àíàåðîáíî ðàçëàãàíå íà îðãàíè÷íè îòïàäúöè è äîáèâ íà áèîãàç:

ds1

dt
= u(si1 − s1)− k1µ1x1

dx1

dt
= (µ1 − αu)x1

ds2

dt
= u(si2 − s2) + k2µ1x1 − k3µ2x2

dx2

dt
= (µ2 − αu)x2

Q = k4µ2x2;

òóê si1, s
i
2 ñà âõîäíè êîíöåíòðàöèè íà äâà âèäà ñóáñòðàòè, s1, s2 ñà êîíöåíòðàöèè

íà ñóáñòðàòèòå, x1, x2 ñà êîíöåíòðàöèè íà áèîìàñà, Q å ñêîðîñò íà èçâåæäàíå íà
áèîãàç, µ1 = µ1(s1) è µ2 = µ2(s2) ñà ñïåöèôè÷íè ñêîðîñòè íà ðàñòåæ íà áèîìàñàòà,
ki, i = 1, . . . , 4, ñà êîåôèöèåíòè è u å ñêîðîñò íà ðàçðåæäàíå â áèîðåàêòîðà, êîÿòî
å óïðàâëÿâàùà ïðîìåíëèâà.

Òîçè ìîäåë îïèñâà äâóôàçåí ïðîöåñ, êàòî ïúðâèòå äâå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâÿò ò.
íàð. àñèäîãåííà ôàçà, à âòîðèòå äâå � ìåòàíîãåííàòà ôàçà. Íà ïðàêòèêà ïúðâàòà
ôàçà (àöèäîãåíåçàòà) å ìíîãî ïî-áúðçà îò âòîðàòà; íåùî ïîâå÷å, ìåòàíîãåíåçàòà
ìîæå äà áúäå èíõèáèðàíà, êîåòî å îïðåäåëÿùî çà öåëèÿ ïðîöåñ.

Èçñëåäâàíà óñòîé÷èâîñòòà íà ðàâíîâåñíèòå (ñòàöèîíàðíèòå) òî÷êè íà ìîäåëà â
çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòúðà u. Ïîêàçàíî å, ÷å ñúùåñòâóâàò øåñò ðàâíîâåñèÿ, êîèòî
ïðè èçìåíåíèå íà u âîäÿò äî ïîÿâàòà íà îñåì áèôóðêàöèè. Òîâà ñëîæíî ïîâåäå-
íèå ïîêàçâà, ÷å óïðàâëåíèåòî íà ïðîöåñà ñ ïîñòîÿííà ñêîðîñò u å ïðàêòè÷åñêè
íåâúçìîæíî. Åäèíñòâåíèÿò èçõîä å äà ñå ïîñòðîè îáðàòíà âðúçêà, êîÿòî çàâè-
ñè îò ñúñòîÿíèÿòà íà ñèñòåìàòà â ïðåäõîäåí ìîìåíò. Íåùî ïîâå÷å, íà ïðàêòèêà
ñå îêàçâà ìíîãî âàæíî îáðàòíàòà âðúçêà äà çàâèñè îò èçìåðèìè â ðåàëíî âðåìå
ïðîìåíëèâè. Â ñòàòèÿòà òîçè âúïðîñ å ðåøåí, êàòî å ïðåäïîëîæåíî, ÷å ïúðâàòà
ôàçà íà ïðîöåñà âå÷å å ñòàáèëèçèðàíà è å ïðåäëîæåíà îáðàòíà âðúçêà, êîÿòî ñòà-
áèëèçèðà âòîðàòà ôàçà êúì ïðåäâàðèòåëíî èçáðàíà (áèîëîãè÷åñêè îáîñíîâàíà)
ðàáîòíà òî÷êà. Äîêàçàòåëñòâîòî ñå áàçèðà íà ïîñòðîÿâàíå íà ÿâíà ôóíêöèÿ íà
Ëÿïóíîâ. Èçïîëçâàéêè ôàêòà, ÷å ðàáîòíàòà òî÷êà ìîæå äà ñå èçáèðà ïðîèçâîë-
íî, å ïðèëîæåí àëãîðèòúì çà òúðñåíå íà åêñòðåìóì (extremum seeking algorithm),
êîéòî ñòàáèëèçèðà ñèñòåìàòà â òî÷êàòà íà ìàêñèìàëåí äîáèâ íà áèîãàç. Ðàçãëåæ-
äàíèÿòà ñà íàïðàâåíè çà ñëó÷àÿ, êîãàòî ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà íå ñà èçâåñòíè
òî÷íî, à ñå çíàÿò ñàìî ãðàíèöè (èíòåðâàëè) çà òÿõ. Àëãîðèòúìúò å ðåàëèçèðàí
ïðîãðàìíî â ÑÊÀ Maple 13 è ñà ïðîâåäåíè êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè. Ñëåä çàäúë-
áî÷åí ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç íà ãîðíèÿ äèíàìè÷åí ìîäåë å íàìåðåíà àäàïòèâíà
îáðàòíà âðúçêà, êîÿòî ñòàáèëèçèðà öÿëàòà ÷åòèðèìåðíà ñèñòåìà. Òðÿáâà äà îòáå-
ëåæèì, ÷å àäàïòèâíàòà îáðàòíà âðúçêà çàâèñè ñàìî îò èçìåðèìè â ðåàëíî âðåìå
âåëè÷èíè. Òîâà ñèëíî óâåëè÷àâà âúçìîæíîñòèòå çà èçïîëçâàíå íà ïîëó÷åíèòå òå-
îðåòè÷íè ðåçóëòàòè. Äîêàçàòåëñòâîòî çà ãëîáàëíà ñòàáèëèçèðóåìîñò îòíîâî ñå
îñíîâàâà íà ïîñòðîÿâàíå íà ÿâíè ôóíêöèè íà Ëÿïóíîâ. Àëãîðèòúìúò çà òúðñåíå
íà åêñòðåìóì îòíîâî ñòàáèëèçèðà ñèñòåìàòà â òî÷êà, â êîÿòî äîáèâúò íà áèî-
ãàç å ìàêñèìàëåí. Íàïðàâåíè ñà êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè â ÑÊÀ Maple 13, êîèòî
ïîòâúðæäàâàò òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè. Äîêàçàíî å è ñúùåñòâóâàíåòî íà ñòàòè÷-
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íà îáðàòíà âðúçêà çà àñèìïòîòè÷íà ñòàáèëèçàöèÿ íà ãîðíèÿ äèíàìè÷åí ìîäåë.
Òàçè îáðàòíà âðúçêà ñúùî çàâèñè ñàìî îò èçìåðèìè â ðåàëíî âðåìå âåëè÷èíè.
Àëãîðèòúìúò çà òúðñåíå íà åêñòðåìóì ñòàáèëèçèðà ñèñòåìàòà â òî÷êà, â êîÿòî
äîáèâúò íà áèîãàç å ìàêñèìàëåí. Íàïðàâåíè ñà è êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè â ÑÊÀ
Maple 13, êîèòî ïîòâúðæäàâàò åôåêòèâíîñòòà íà ïðåäëîæåíàòà îáðàòíà âðúçêà.

Äîêàçàòåëñòâàòà çà ñòàáèëèçèðóåìîñò íà íåëèíåéíè ñèñòåìè ñå îñíîâàâàò íà ïî-
ñòðîÿâàíå íà ÿâíè ôóíêöèè íà Ëÿïóíîâ íà ïîäõîäÿùè ïîäñèñòåìè íà ðàçãëåæ-
äàíèÿ ìîäåë, êàòî ñå ïðèëàãà åäèí ðåçóëòàò íà Àðçèå è Åáåíáàóåð îò 2010. Òîçè
ðåçóëòàò å îáîáùåíèå íà ïðèíöèïà íà Ëàñàë çà èíâàðèàíòíîñò è ïîçâîëÿâà îò
ïîâåäåíèåòî íà ïîäõîäÿùè ïîäñèñòåìè íà ïúðâîíà÷àëíàòà ñèñòåìà äà íàïðàâèì
èçâîä çà ïîâåäåíèåòî íà öÿëàòà ñèñòåìà. Âå÷å å ïîëó÷åíî îáîáùåíèå íà òîçè ðå-
çóëòàò â ñòàòèÿòà [22] îò ïðèëîæåíèÿ ñïèñúê çà ñëó÷àÿ íà äèôåðåíöèàëíè âêëþ÷-
âàíèÿ.

∇ ñòàòèè, ñâúðçàíè ñ òåîðèÿòà íà êðèòè÷íèòå òî÷êè.

Ñòàòèèòå, êîèòî ñâúðçàíè ñ òåîðèÿòà íà êðèòè÷íèòå òî÷êè, ñà ñ íîìåðà [51], [52],
[53], [55], [56], [57], [59] è [61] îò ïðèëîæåíèÿ ñïèñúê ñ ïóáëèêàöèè. Â òàçè âðúçêà
ùå ïðåäñòàâÿ äâà îñíîâíè ðåçóëòàòà:

Ïðåç 1995 ã. Ìàðòèí Øåõòåð ïðåäëàãà íîâè èäåè, ñâúðçàíè ñ âàðèàöèîííèòå ìå-
òîäè, èçâåñòíè ïîä èìåòî êàòî "ïëàíèíñêè ïðîõîä". Ïîñòàíîâêàòà íà çàäà÷àòà å
ñëåäíàòà: Äàäåíè ñà ôóíêöèîíàë f : X → R, êúäåòî X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî,
áàðèåðà B ⊂ X, ãðàíèöà A ⊂ X è ìíîæåñòâî îò ïúòåêè Γ ⊂ 2X , êîèòî èìàò
ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
à) γ ⊃ A çà âñÿêî γ ∈ Γ;
á) γ ∩B 6= ∅ çà âñÿêî γ ∈ Γ;
â) çà âñÿêî γ ∈ Γ, çà âñÿêî t ≥ 0 è çà âñÿêî η îò

Ξ := {θ ∈ C(X × [0, 1], X : θ(x, t) = x çà âñÿêî x ∈ (X × {0}) ∪ (A× [0, 1])}

å â ñèëà, ÷å η(γ, t) ∈ Γ.

Â êëàñè÷åñêèÿ "ïëàíèíñêè ïðîõîä" ôóíêöèîíàëúò f å C1 è å "âèñîê"âúðõó áàðè-
åðàòà è "íèñúê" âúðõó ãðàíèöàòà A. Ïðè ðåçóëòàòà íà Øåõòåð òîâà íå å èçïúëíå-
íî - áàðèåðàòà å ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè: "âèñîêà" ÷àñò, êúäåòî ôóíêöèîíàëíèòå
ñòîéíîñòè ñà ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè íà íåãîâèòå ñòîéíîñòè íà ãðàíèöàòà è "íèñêà"
÷àñò, êúäåòî òîâà íå å òàêà. Íåçàâèñèìî îò òîâà, àáñòðàêòíèÿò ðåçóëòàò íà Øåõ-
òåð ïðåäïîëàãà ñúùåñòâóâàíå íà òî÷êà ñ ïðîèçâîëíî ôèêñèðàí ìàëúê íàêëîí, àêî
"íèñêàòà" ÷àñò íà ïðåãðàäàòà å äîñòàòú÷íî äàëå÷ îò ãðàíèöàòà. Òîâà å âàæíî çà
ïðèëîæåíèåòî íà àáñòðàêòíèÿ ðåçóëòàò çà äîêàçâàíå íà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå
íà íåëèíåéíè åëèïòè÷íè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Èçïîëçâàéêè èäåÿ íà
Éîôôå è Øâàðöìàí îò 1996 ã., â ñòàòèèòå [53] è [59] å ïîëó÷åíî îáîáùåíèå íà ðå-
çóëòàòà íà Ìàðòèí Øåõòåð. Â òîâà îáîáùåíèå íÿìà íèêàêâî ïðåäïîëîæåíèå çà
ãëàäêîñò èëè äîðè íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèîíàëà f . Äîêàçàòåëñòâîòî ñå îñíî-
âàâà íà ïîäõîäÿùà íîâà âåðñèÿ íà êëàñè÷åñêàòà "äåôîðìàöèîííà ëåìà". Òîçè
ðåçóëòàò å ïúðâîòî òâúðäåíèå îò òèï íà "ïëàíèíñêèÿ ïðîõîä" çà ïðåêúñíàòè
ôóíêöèîíàëè.

Íåùî ïîâå÷å, â ñòàòèÿòà [51] e ïîëó÷åí ðåçóëòàò îò òèï íà "ïëàíèíñêèÿ ïðî-
õîä" çà ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ: Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî ÷àñòíî äèôåðåíöèàë-
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íî âêëþ÷âàíå
−4u(x) ∈ F (x, u(x), x ∈ Ω, u|∂Ω = 0,

êúäåòî Ω å îãðàíè÷åíà îáëàñò â Rn ñ ÷àñòè÷íî ãëàäêà ãðàíèöà, F (x, ·) : R → R
å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå ñ êîìïàêòíè è èçïúêíàëè
îáðàçè è ñå òúðñè ðåøåíèå u ∈ H1

0 (Ω), òàêîâà ÷å4u ∈ Lq(Ω) çà íÿêîå q è−4u(x) ∈
F (x, u(x) çà ïî÷òè âñÿêî x ∈ Ω. Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å ôóíêöèèòå minF : Ω× R→ R
è maxF : Ω× R → R ñà L × B èçìåðèìè, êúäåòî L å ëåáåãîâàòà σ-àëãåáðà è B å
ôàìèëèÿòà îò áîðåëåâèòå ìíîæåñòâà âúðõó R. Ïîñëåäíîòî ïðåäïîëîæåíèå å, ÷å
ñúùåñòâóâà ÷èñëî σ ∈

[
0, n−2

n+2

]
è ïîëîæèòåëíè ÷èñëà a è b, òàêà ÷å

|F (x, t)| := max{|z| : z ∈ F (x, t)} ≤ a+ b|t|σ.

Äà äåôèíèðàìå ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå J : Lσ+1 → R, êàòî ñúïîñòàâÿìå íà
u ìíîæåñòâîòî ∫

Ω

(∫ u(x)

0
f(x, s)ds

)
dx,

êúäåòî f(x, s) å ïðîèçâîëíà èçìåðèìà ñåëåêöèÿ íà F (x, s). Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò,
ïîëó÷åí â [51], å ÷å êðèòè÷íèòå òî÷êè íà ôóíêöèîíàëà

I(u) =
1

2

∫
Ω
‖grad u‖2dx− J(u)

ñà ðåøåíèÿ íà ÷àñòíîòî äèôåðåíöèàëíî âêëþ÷âàíå

−4u(x) ∈ F (x, u(x), x ∈ Ω, u|∂Ω = 0.

∇ Íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà îïòèìàëíîñò â áåçêðàéíî-ìåðíè ïðîñòðàíñòâà

Åãîðîâ ïîêàçà ïðåç 1964 ã. ïðèìåð íà çàäà÷à íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå ñ áåçê-
ðàéíîìåðíî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî, çà êîéòî íåîáõîäèìèòå óñëîâèÿ îò òèï íà ìàê-
ñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí íå ñà èçïúëíåíè. Òîçè ïðèìåð ïîêàçà, ÷å ñà íåîáõîäèìè
äîïúëíèòåëíè ïðåäïîëîæåíèÿ, êîèòî äà îñèãóðÿò âàëèäíîñòòà íà îáè÷àéíèòå íå-
îáõîäèìè óñëîâèÿ çà îïòèìàëíîñò.

Â ñòàòèÿòà [34] å ðàçãëåäàíà áåçêðàéíî-ìåðíà çàäà÷à íà îïòèìàëíîòî óïðàâëå-
íèå ïðè íàëè÷èå íà òåðìèíàëíè îãðàíè÷åíèÿ â ïðîèçâîëíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñò-
âî. Ñëåä âíèìàòåëåí àíàëèç íà èçïîëçâàíàòà âàðèàöèîííà òåõíèêà çà äîêàçâàíå
íà íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà îïòèìàëíîñò, ïðåäïîëîæåíèåòî çà äèôåðåíöèðóåìîñò
íà íîðìàòà âúâ ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî (òèïè÷íî ïðè ïîäîáíè äîêàçàòåëñòâà) å
îòñëàáåíî ñ ïðåäïîëîæåíèÿ çà îòäåëèìîñò. Ïîêàçàíî å, ÷å óñëîâèåòî çà êðàéíà
êîðàçìåðíîñò íà ìíîæåñòâîòî îò âàðèàöèè âúâ ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî (òîâà óñëî-
âèå ñúùî å òèïè÷íî â ñúùåñòâóâàùàòà íàó÷íà ëèòåðàòóðà) íå å íåîáõîäèìî. Âìåñ-
òî íåãî å äîñòàòú÷íî òîâà ìíîæåñòâîòî îò âàðèàöèè âúâ ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî äà
èìà íåïðàçíà âúòðåøíîñò â çàòâîðåíàòà ìó àôèííà îáâèâêà. Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò
â òàçè ñòàòèÿ å åäíî íîâî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà îïòèìàëíîñò (îò òèï íà ïðèí-
öèïà íà ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí). Êàòî ïðèëîæåíèå íà ïîëó÷åíèÿ àáñòðàêòåí
ðåçóëòàò å ðàçãëåäàíà çàäà÷à íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå çà ñëó÷àÿ íà âúçðàñòîâî
ñòðóêòóðèðàíà ñèñòåìà ïðè íàëè÷èå íà ïîòî÷êîâè òåðìèíàëíè îãðàíè÷åíèÿ.

Òåçè èçñëåäâàíèÿ ñà ïðîäúëæåíè â [21], êúäåòî å íàïðàâåí îïèò çà ñèñòåìàòèçà-
öèÿ íà ðàçëè÷íèòå òèïîâå âàðèàöèè íà óïðàâëåíèåòî, ðàçãëåæäàíè â ëèòåðàòóðà-
òà. Òàçè ñòàòèÿ ïîêàçâà âàæíîñòòà íà "ðàâíîìåðíîñòòà" íà àïðîêñèìàöèÿòà íà
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äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî ÷ðåç äàäåíî ìíîæåñòâî îò âàðèàöèè íà óïðàâëåíèåòî. À
òîâà ïî åäèí åñòåñòâåí íà÷èí âîäè äî àáñòðàêòíàòà äåôèíèöèÿ íà "ðàâíîìåðíî
ìíîæåñòâî".

Â ñòàòèÿòà [17] å ðàçãëåäàíà àáñòðàêòíàòà çàäà÷à çà íåîòäåëèìîñò íà äâå çàòâî-
ðåíè ìíîæåñòâà. Äåôèíèðàíè ñà çà äâå íîâè ïîíÿòèÿ çà àïðîêñèìèðàùè êîíóñè.
Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò å àáñòðàêòíà òåîðåìà íà ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ. Òàçè ñòà-
òèÿ ïîêàçà âàæíîñòòà íà ïîíÿòèåòî òðàíñâåðçàëíîñò íà äâå çàòâîðåíè ìíîæåñòâà
è îòêðè øèðîêî ïîëå çà íîâè èçñëåäâàíèÿ.

Â ñòàòèÿòà [2] å âúâåäåíî ïîíÿòèåòî çà òàíãåíöèàëíà òðàíñâåðçàëíîñò íà äâå
çàòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà îò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîâà å ìåæäèííî ñâîéñòâî
ìåæäó ñâîéñòâàòà òðàíñâåðçàëíîñò è ñóáòðàíñâåðñàëíîñò. Èçïîëçâàéêè ãî, ïîëó-
÷àâàìå ìíîæåñòâî îò èçâåñòíè ðåçóëòàòè, êàêòî è íÿêîè íîâè ðåçóëòàòè ïî óíè-
ôèöèðàí íà÷èí. Äîêàçàíî å è ïðàâèëî çà ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ â àáñòðàêòíà
ôîðìà. Â äîêàçàòåëñòâàòà ñå èçñëåäâàò òàíãåíöèàëíè óñëîâèÿ â áàíàõîâèòå ïðîñò-
ðàíñòâà âìåñòî â òåõíèòå äóàëíè ïðîñòðàíñòâà è íå ñå èçïîëçâàò âàðèàöèîííè
ïðèíöèïè. Ñòàòèÿòà [3] å ïðîäúëæåíèå íà ñòàòèÿòà [2]. Â íåÿ å âúâåäåíî ïîíÿ-
òèåòî çà ñèëíà òàíãåíöèàëíà òðàíñâåðçàëíîñò íà äâå çàòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà îò
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîâà å åñòåñòâåíî ñâîéñòâî, îò êîåòî ñëåäâà ñâîéñòâîòî
òðàíñâåðçàëíîñò.

Åñòåñòâåíî ïðîäúëæåíèå íà ïîëó÷åíèòå àáñòðàêòíè ðåçóëòàòè å òå äà ñå ïðèëîæàò
êúì çàäà÷à íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå â êðàéíîìåðíî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî, íî
ðàçãëåæäàíà êàòî îïòèìèçàöèîííà çàäà÷à â áåçêðàéíîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî îò
ñúîòâåòíèòå òðàåêòîðèè. Ïúðâèÿò ïîëó÷åí âå÷å ðåçóëòàò å óðàâíåíèå íà Îéëåð
çà îñíîâíàòà çàäà÷à íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå, êîéòî å ïóáëèêóâàí â ñòàòèÿòà
[14] îò ïðèëîæåíèÿ ñïèñúê.

Ñîôèÿ, 16.06.2021 ã.
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